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Die Zurickfuhrung eines allgemeinen Schwingungssystems
auf ein kettenformiges System

Zusammenfassung

Zur Bestimmung der Eigenschwingungszahlen eines beliebig ver-
zweigten Drehschw1ngungssystems kann man ein solches System
zundchst in eines mit durchlaufender Welle umwandeln, das sich
dann zeichnerisch weiterbehandeln l&dsst. Flir diese Umwandlung
wurde kilirzlich von S. FAIK ein Verfahren angegeben, das auf
einer Matrizentransformation beruht. Der vorliegende Bericht
bringt ein anderes Verfahren, das mit den Mitteln der Netz-
werksynthese arbeitet.
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Die Zurickfihrung eines allgemeinen Schwingungssystems

auf ein kettenfOrmiges System

Aufgabenstellung.

Eine federnde Maschinenwelle ohne Abzweigungen, die nach Abb. 1
mit einer Angahl von Trégheitsmomenten besetzt ist, hat mehrere
Torsionseigenfrequenzen, deren Kenntnis fir die Praxis wichtig
ist, da ein léngerer Betrieb in der Nihe dieser Frequenzen ge-
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Abb. 1, Welle mit 3 Drehmassen

fahrlich ist. Zur Bestimmung dieser Eigenfrequenzen gibt es ver-
schiedene rechnerische oder zeichnerische Verfahren; insbeson-
dere wendet man gern das zeichnerische Verfahren von BARANOW

an, PlUr Anlagen mit Verzweigungen wie z.B. Abb. 3 ist dieses
Verfahren jedoch nicht anwendbar. Man kann aber so vorgehen,
dass man vorab dieses allgemeine System in ein &quivalentes
System mit durchlaufender Welle nach Abb. 1 umwandelt, das die
gleichen Eigenfrequenzen besitzt; diese ermittelt man dann z.B.
mit dem BARANOW-Verfahren. Wir wollen uns in diesem Aufsatz nur
mit der Umwandlung der beiden Schwingungssysteme ineinander be-
fassen.

In mathematischer Formulierung sieht das Problem folgender-

massen aus:

Wir setzen sinusfdrmige Erregung voraus und betrachten bei
einem beliebig verzweigten System an jeder Drehmasse k (k=1..n)
dass &ussere Drehmoment M, und die Winkelgeschwindigkeit ék‘
Die M, sind lineare Funktionen sémtlicher @i (i=1...n); die
quadratische symmetrische Koeffizientenmatrix dieses linearen

1)

Gleichungssystems sei mit y bezeichnet, so dass man schreiben

1')In der Regel betrachtet man die Drehmomente M als Funktion der
Drehwinkel ¢. Wir verwenden hier statt dessen wegen der
elektrischen Analogie die Winkelgeschwindigkeit ¢. -0 -
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kann (M und ¢ sind Spaltenmatrizen):

M=y ¢ (1)
y ist eine Funktion der Kreisfrequenz w bzw. des komplexen
Frequenzparameters

p=juw (2)

und lasst sich in folgender Form darstellenz)

y = A/p . p 8 (3)

A heisst Pederungsmatrix, © Trigheitsmatrix. Beide Matrizen
sind reell und frequenzunabhingig, A ist symmetrisch zur Haupt-
.diagonalen, @ ist eine Diagonalmatrix.

Elektrische Schaltungen aus diskreten Schaltelementen lassen
sich nach dém gleichen Rechenverfahren behandeln, nur ist bei
ihnen die Frequenzabhéngigkeit von y in der Regel allgemeiner,
Die einzelnen Elemente von y sind nédmlich in diesem Fall ge-
brochene rationale Funktionen von p.

Die Eigenfrequenzen erhalten wir, wie im Anhang gezeigt wird,
aus der Gleichung

det y = 0, (4)

Da samtliche Trégheitsmomente Gk von Null verschieden sind,
ist die Trégheitsmatrix © regulédr und es existiert 9_1. Wir
konnen also filir (4) auch schreiben (E = Einheitsmatrix):

det [(467 '+ p%E) o/p] = det (407 '+ pZE) det o/p = O

und da det 6 # O ist, ergibt sich mit -p° = w° = A

1

det (A8 '= AE) = 0 . : (5)

Wir konnen also die Eigenfrequenzen statt aus (4) auch durch
Auflésen der sog. charakteristischen Gleichung (5) der Matrix

46~ erhalten.

Wir wollten hier aber den Fall betrachten, wo es aus rechen-
technischen Griinden nicht zweckmissig ist, (4) oder (5) un-
mittelbar aufzuldsen, sondern wo man sich zun&chst eine An-
ordnung mit durchlaufender Welle berechnet, die die gleichen

2) S. FALK, Die Abbildung eines allgemeinen Schwingungssystems
auf eine einfache Schwingerkette. Ingenieur-Archiv
XXITI (1955), 314 - 328. Dort weitere Literatur.
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Eigenfrequenzen hat. Bei einem solchen kettenfdrmigen System

ist die Federungsmatrix A eine sog. Dreiermatrix?) d.h. es
verschwinden alle Elemente, die nicht in der Hauptdiagonalen
oder den beiden parallel dazu verlaufenden benachbarten Neben-
diagonalen liegen. Da die Tradgheitsmatrix 6 immer eine Diagonal-

1 ebenfalls eine Dreiermatrix. Nach FAIK

1

matrix ist, ist A6~
kann man nun im allgemeinen Fall, wo A und A® ' keine Dreier-
matrizen sind, so vorgehen: Wenn es gelingt, eine regulédre
Transformationsmatrix R zu finden, so dass R'A9-1R eine Dreier-
matrix wird,4) die die gleichen Eigenfrequenzen wie 26”7 er-
gibt, dann kann man diese Eigenfrequenzen auch an der durch die
transformierte Matrix gegebenen vereinfachten Anordnung be-
stimmen. Wenn R der Bedingung R'R = E genligt, ist n&mlich:

1 1

det(R'A@” 'R - AE) = det(R'A6" 'R - AR'R) = det[ﬁ'(Ae”- AE)R]

1

~det R' det(A6™'-AE) det R=det(R'R)det (A6~ '-AE)=det (AQ™ '~AE),

d.h, die charakteristischen Gleichungen und damit die Eigen-
frequenzen beider Matrizen sind gleich. FALK hat eine Rekursions-
formel zur Auffindung der Transformationsmatrix R angegeben,

so dass damit die Aufgabe gelost ist.

In der vorliegenden Arbeit wird mit dem gleichen Ziel ein
anderes Verfahren entwickelt, dass die Begriffe der Theorie
der elektrischen Netzwerke verwendet. Dadurch konnen aus der
Netzwerksynthese bekannte Rechenverfahren Ubernommen werden.
Zu diesem Zweck wird zun&chst die Abbildung der mechanischen
Gebilde auf elektrische Schaltungen durchgefilhrt; sie bietet
keinerlei Schwierigkeiten.

Der Aufwand der Zahlenrechnung fir verwickeltere Anordnungen
dirfte bei dem FALKschen und dem hier vorgelegten Verfahren
etwa gleich sein,

3) FAIK a.a.O.

4) R' = gespiegelte Matrix zu R.
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Abbildung des Drehschwingungssystems auf eine elektrische

Schaltung.

Zur Abbildung eines mechanischen auf ein elektrisches System
gibt es bekanntlich die Kraft - Spannungs - Analogie und die
Kraft - Strom —‘Analogie. Fur unseren Zweck kommt nur die
letztere in Frage, weil nur bei ihr die mechanische Schaltung
und die elektrische Schaltung die gleiche Form haben 5). Unter
der Voraussetzung erzwungener sinus-formiger Schwingungen be-
nutzen wir die komplexe Schreibweise mit der Abklrzung j w=p
fir den komplexen Frequenzparameter. Man erh&dlt aus den

i

M= ceo
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Abb. 2 Analoge mechanische und elektrische Elemente
Analogien der Abb. 2 folgende Entsprechungen:

Drehmoment M ... Strom i

Winkelgeschwindigkeit ¢ = p¢ ... Spannung u
Drehwinkel ¢ .... u/p

Winkelbeschleunigung § = p°@ ... p U
Federkonstante ¢ ... reziproke Induktivitat 1/L
Tragheitsmoment € ... Kapazitat C

Zahnradibersetzung 1 : n ... Windungszahlverh&ltnis 1 : n
des idealen Transformators.

5)Vgl. auch K. KLOTTER, Die Analogien zwischen elektrischen
und mechanischen Schwingern. Ing.Arch.
XVIITI (1950) , 291 - 301 -5 -
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Abb. 3 Analoge mechanische und elektrische Schaltungen

In Abb. 3 sind hiernach zwei analoge mechanische und elektri-
sche Schaltungen, die eine Verzweigung enthalten, angegeben.

Eigenschwingungszahlen und Eingangsleitwert.

Wir nehmen an, dass an der Drehmasse mit der Nummer k ein
dusseres Drehmoment Mk angreift bzw. dass im elektrischen Fall
im Knoten k eine Einstrodmung jk vorhanden ist. In Abhéngigkeit
von der Frequenz entsteht dadurch an dieser Stelle die Winkel-
geschwindigkeit ék (die Spannung uk). Wir nennen den Quotienten
Mk/c?Jk (bzw. jk/uk) den Eingangsleitwert6) des Systems an die-
gsem Punkt k. Diese Grosse ist eine rationale Funktion der
Frequenz und ihre Nullstellen sind die gesuchten Eigenfrequen-—
zen des Systems, da bei diesen Frequenzen bereits bei verschwin-
dender Erregung Mk bzw, jk eine Winkelgeschwindigkeit @kbzw.
eine Spannung u, aufiritt. Man kann sich also eine Bildwelle
(eine Ersatzschaltung) errechnen, die den gleichen Eingangs-
leitwert wie das gegebene System hat und an dieser statt an

dem Originalsystem die Eigenfrequenzen bestimmen, falls das
einfacher ist.

Man erhdlt an den verschiedenen Erregungspunkten k verschiedene
Ersatzsysteme, die aber natiirlich alle dieselben Eigenfrequen-
zen liefern, wenn auch, wie spiter gezeigt wird, nicht in allen

6) Diese Bezeichnung geht vom elektrischen Fall aus und gilt im
mechanischen Fall nur hinsichtlich dieser Analogie. Im allge-
meinen wiurde man hier n&mlich von einem Widerstand sprechen,

— B -
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Fdllen sdmtliche Eigenfrequenzen.

Der Eingangsleitwert eines Systems ladsst sich grunds&tzlich
leicht aus der Leitwertmatrix y, die durch (1) definiert ist,
berechnen. Im mechanischen Fall geht man gewdhnlich so vor,
dass man aus der potentiellen Energie U und der kinetischen
Energie T die Federungsmatrix A und die Trégheitsmatrix © und
daraus y nach (3) errechnet. PFir eine elektrische Schaltung
ohne Uebertrager findet man y nach folgendem Rezept: Die Haupt-
diagonalelemente enthalten die Summe s&@mtlicher Leitwerte, die
von dem zugehOrigen Knoten ausgehen. Die Ubrigen Elemente sind
(mit negativen Vorzeichen) diejenigen Leitwerte, die den zuge-+
horigen beiden Hauptdiagonalelementen gemeinsam sind. Den Ein-
gangsleitwert am Knoten k Mk/ciak = ¥y bW Ji /v, = ¥, erhalt
man als Quotient zweier Determinanten dieser Matrix y, némlich
der Matrixdeterminanten det y sowie derjenigen Determinanten
detkk y, die durch Wegstreichen der k-ten Zeile und Spalte ent-
steht:

T oy = B/ (6)

xk Y

In manchen Féllen ist es jedoch bequemer, denEingangsleitwert
unmittelbar aus den Leitwerten der einzelnen Schaltungsteile
zu berechnen,

Entwicklung des Systems mit durchlaufender Welle

(Abzweigschaltung) aus dem Eingangsleitwert.

Der Eingangsleitwert Yy ist eine gebrochene rationale Funktiom
von p, also der Quotient von zwei Polynomen von p (vgl. die
beiden Beispiele). Die Eigenfrequenzen koénnte man also aus den
Nullstellen des Z&hlerpolynoms bestimmen. Wir wollten hier je-
doch ein System mit durchlaufender Welle suchen, das den
gleichen Eingangsleitwert Vi hat, wie unser gegebenes System,

X L L L
—-ﬁ 1 fW"\ —L Mﬁ" - ""‘i‘—]-: - =
Tc4 T Cy T Cs T ¢y

Abb. 4 Abzweigschaltung -7 -
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Elektrisch entspricht, wie man anhand von Abb. 3 erkennt, einer
durchlaufenden Welle eine sog. Abzweigschaltung nach Abb. 4 mit
den Querleitwerten pC1, pC3 goee und den Léngswidersténden

pL
parallelgeschaltete Leitwerte addieren, ebenso reihengeschaltete

09 pL4 .ss. Unter Bericksichtigung der Tatsache, dass sich

Widerstéinde, und dass der Leitwert ein reziproker Widerstand
ist, erhdlt man flr den Eingangsleitwert einer solchen Abzweig-
schaltung die bekannte Kettenbruchformel 7):

1
pL, + ! 3 (7)
POy + =
pL4 + coe

Ve = POy +

Wenn also Vi gegeben ist, kannm man hieraus die Schaltelemente
01, LZ’ C3 +e. der Abzweigschaltung und damit die Bildwelle
durch Kettenbruchentwicklung gewinnen,

Zahlenbeispiel 1

Um einen Vergleich mit dem FALKschen Verfahren zur Ermittlung
der Bildwelle zu ermdglichen, behandeln wir jetzt zwel der in
der FAILKschen Dissertation durchgerechnete Zahlenbeispiele.

Das erste von FALK behandelte Beispiel Abb. 5 bezieht sich nicht

3 m
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Abb. 5 Zahlenbeispiel 1.

')Die Richtigkei t dieser Formel (7) sieht man folgendermassen
ein: Der Eingangsleitwert yyi ist gleich dem Leitwert pCq des
Kondensators plus dem Leitwert der Ubrigen Schaltung. Da diese
aber mit dem Léngswiderstand pLp, anféngt, betrachtet man statt
dessen den reziproken Wert als Widerstand. Dieser Widerstand
ist gleich pL, plus dem Widerstand der Restschaltung, die mit
dem Leitwert pC3 anfangt usw. -8 -



auf Drehschwingungen, sondern behandelt ein Schwingungssystem
aus Masse und Federn, fur das die elektrische Analogie ent-
sprechend gilt. In Abb. 5 ist darunter die analoge elektrische
Schaltung angegeben. Sie hat ausser dem Bezugsknoten 0 die drei
Knoten 1, 2 und 3, die Leitwertmatrix hat daher folgende Form:

) r

(3 1 .1 1 1 3 .2 1 1
s A A A PCT T T T T
1 1 01 1 _ 12 1
y = pT  pL'pL™®C T 1T =| “pT pT®% " 13
s o B B S I I 1
pL pT  pT'pT T PC pL pL pL'PC
\ J \ /
Aus dieser Matrix bilden wir die beiden Determinanten det y -
und det11 y. Nach Ausrechnen dieser Determinanten ergibt sich 8)
L33, 23, 41 5
det y = 7Pt Dp+ 1D + p3

Also ist der Eingangsleitwert am Knoten 1:

- 3p6 + 23 p* + 47 p + 12
4 p5+ 20 p3 + 20 p

I

Die Kettenbruchentwicklung besteht darin, dass man den Zahler
von y, durch den Nenner dividiert, von dem Rest den reziproken

Wert nimmt und wieder dividiert usw:
(3p6+23p4+47p2+12) E (4p5+20p3+20p) = % p, d.h. C, = % C

3p°+15p4+15p°
8p4+32p2+12

(4p5+20p3+20p) . (8p4+32p2+12) = % s dall. L2 = % L

5+16p3+6p
4p3+14p

4p

8) Zur Vereinfachung der Schreibarbeit wurde jetzt C und L
gleich 1 gesetzt.
-0 =
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(8p*+32p°+12) : (4p +14p) = 2 p, d.h. C

824+2822.
4p2+12

]

3 2 C

(4p°+14p) : (4p2+12) = p , d.h. L, =L

493+123
2p

(4p2+12) :2p=2p, d.h, 05 =2 C

2p: 12 = %, d.h. L = L/6

Es ergibt sich also die in Abb. 5 angegebene Abzweigschaltung

und damit in Uebereinstimmung mit FALK das dariberstehende
mechanische System.

Zahlenbeispiel 2

Weiterhin behandeln wir ein Drehschwingungssystem, das nur in

der FALKschen Dissertation, aber nicht in der Verdffentlichung
enthalten ist.

= —0
o [ e F /3
- =114 =
= ¢ 20
‘—"_:' 4:4 =
oL 1
dc = 9/3

b) c)
Abb. 6 Zahlenbeispiel 2
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Es handelt sich um das Drehschwingungssystem der Abb., 6. Da die
beiden auftretenden Uebersetzungen den Wert 1 : 1 haben, konnen
die entsprechenden Uebertrager im elektrischen Ersatzbild weg-
gelassen werden und man erhilt so das BErsatzsystem Abb. 6 b bzw.
6 c. Die Schaltung hat 4 Knoten ausser dem BezugsknotenO, die
wie in Abb. 6 angegeben benummert sind. Man liest aus der
Schaltung folgende Leitwertmatrix ab:

1/p + p - 1/p 0 0
-1/p 5/p+p -2/p -2/p
y o= 0 -2/p  2/p +p 0

0 -2/p 0 2/p + 2p
Daraus berechnen sich folgende Determinanten:

3

det y = 33 (p7 + 9p5 + 18p~ + 10p)
P

det,.y = 2 (p6 + 8p4 + 11p2 + 2)
11 p3

Fur den Eingangsleitwert im Punkte 1 erh&dlt man daher

7

_ P _+ 9 + 10p
Y9 =735

P+ 8p4 + 11p2 + 2

5 3

+ 18p

und durch die Kettenbruchentwicklung

_ I T I e R
V1 =P*Tp *Tp " 70/F "T85 T T/F T Te/3

also in Uebereinstimmung mit FALK eine Ersatzschaltung Abb. 7

Py gP
'a'a’a" la'2'e!

p
T 1
ZL% bt - P éL
T T TR T

0

Abb. 7 An Knoten 1 Hquivalente Abzweigschaltung zu Abb. 6

- 11
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aus der man nach dem BARANOW- Verfahren die 4 Eigenfrequenzen
bestimmen kann.

Nimmt man jedoch die Erregung in Punkt 2 an, so erhdlt man

det,,y = £ (p6 + 4p4 4 5p2 + 2) und
22 p3

5

_ p6+ 9p4+ 18p2+ 10p _ o 1 14 + ! & 11

Yo = + + : :
P+ 8p'+ 11p°+ 2 v/5 |25p/7 |49p/30  {3p/7

Die zugehorige Abzweigéchaltung, Abb. 8, hat also jetzt nur 5

Fis P

2, A
B i,_;m_l

T" 7% T

o
Abb. 8 An Knoten 2 &dquivalente Abzweigschaltung zu Abb. 6

Schaltelemente gegeniiber 7 der Abb. 6, so dass sich am Punkt
2 nur 3 statt 4 Eigenfrequenzen ergeben.

Zur Aufkldrung dieser scheinbaren Unstimmigkeit muss man be-
ricksichtigen, dass sich aus der Kettenbruchentwicklung von
Yo ergibt, dass Z&hler und Nenrer den gemeinsamen Teiler

2p2 + 2 habeng). Dieser Teiler ist aber auch eine Nullstelle
des Zdhlers von Yo also eine Eigenfrequenz. Sie liegt bei

Py = & j 3 also bei Wy = * 1 Man erhadlt daher s&@mtliche
Eigenfrequenzen aus den Eigenfrequenzen der Ersatzschaltung und
den Nullstellen der etwa vorhandenen gemeinsamen Teiler von
Zéhler und Nenner des Eingangsleitwertes.

9)Die Kettenbruchentwicklung ist bekanntlich schon von Euklid
zur Bestimmung des grdssten gemeinsamen Teiles zweier Zahlen
benutzt worden. 99
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Anhangeg

Nach (1) ist )
M=yeo (a)
Palls det y # O ist, existiert die reziproke Matrix y"1
. -1
=7

M (b)

oder in ausflihrlicher Schreibweise unter der Voraussetzung,
dass die Erregung des Systems durch ein Drehmoment M1 an der
Drehmasse 1 erfolgt (M, = Mg = ... = 0):

() @ . A Y ()
P4 +det11y Tdet21y +det31y e M1
Pof = E%?‘? 7det12y +det, oy fdetBZy,"' 0 (c)
?3 +d?t13y —d?t23y +d?t33y woe ?
\.4 \ ’ ’ ' J \oJ
daraus
det, .y
cp1 =-—-‘—-J—l—- M1 (d)
det y
bzw. der Eingangsleitwert
M det y
$l"°-'>’1 = Tty (e)
1 11

Das ist die Formel (6) des Berichtes, falls man statt der Dreh-

masse 1 die Drehmasse k erregt.

Da y von der Frequenz w abhidngt, kann fir bestimmte Frequenzen

det y = O sein. Dann ist die Ableitung der Formel (e) nicht
moglich, denn es wlirden jetzt bei endlichem M unendliche
Winkelgeschwindigkeiten é auftreten bzw., es treten auch ohne
Erregung (M = 0) endliche ¢ auf. Diese aus der Bedingung

det y = 0 folgenden Frequenzen sind die Eigenfrequenzen, um
deren Bestimmung es sich in diesem Bericht handelt.




